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Àííîòàöèÿ
àññìàòðèâàåòñÿ øèðîêèé êëàññ îòîáðàæåíèé, îïðåäåëÿþùèõ âëîæåíèÿ äèñêðåòíûõ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ãðàîâ. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ëîêàëüíî èçîìåòðè÷åñêîì
âëîæåíèè öåïíûõ êîäîâ â áóëåâû ãèïåðêóáû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: âëîæåíèå, äèñêðåòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ãðà, öåïíîé
êîä, áóëåâ ãèïåðêóá.
1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ïóñòü X  êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è ρX : X × X → Z
+
 óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ,
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò îáû÷íûì àêñèîìàì ðàññòîÿíèÿ.
• {X, ρX} íàçûâàåì äèñêðåòíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (DMS).
Ïóñòü p > 0 è q > 0  íåêîòîðûå ÷èñëà èç îáëàñòè çíà÷åíèÿ ìåòðèêè ρX .
Ýëåìåíòû x1 è x2 ìíîæåñòâà X íàçûâàåì:
 ñîñåäíèìè, åñëè ρX(x1, x2) = 1 ;
 p-áëèçêèìè, åñëè ρX(x1, x2) ≤ p ;
 q -îòäåëèìûìè, åñëè ρX(x1, x2) ≥ q .
Ïóñòü f : X → Y  îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå X â Y è {Y, ρY }  íåêîòîðîå
DMS.
• Îòîáðàæåíèå f ñîõðàíÿåò
 p-áëèçîñòü, åñëè äëÿ ëþáûõ p-áëèçêèõ ýëåìåíòîâ x1 è x2 èç X ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî
ρY (f(x1), f(x2)) ≤ p
 q -îòäåëèìîñòü, åñëè äëÿ ëþáûõ q -îòäåëèìûõ ýëåìåíòîâ x1 è x2 èç X âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
ρY (f(x1), f(x2)) ≥ q.
• Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ k -èçîìåòðè÷åñêèì, k > 0 , åñëè f
ñîõðàíÿåò âñå ðàññòîÿíèÿ, íå ïðåâîñõîäÿùèå k , òî åñòü
ρX(x1, x2) = ρY (f(x1), f(x2))
äëÿ ëþáûõ x1, x2 , äëÿ êîòîðûõ ρX(x1, x2) ≤ k .
Ïîñêîëüêó k > 0 , òî k -èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò ñîñåäíèå â X
ýëåìåíòû â ñîñåäíèå æå â Y . Ñîõðàíåíèå 1-îòäåëèìîñòè îòîáðàæåíèåì îçíà÷àåò åãî
îáðàòèìîñòü, à ñîõðàíåíèå 2-îòäåëèìîñòè îçíà÷àåò, ÷òî 1-áëèçêèìè â Y îáðàçàìè
ÿâëÿþòñÿ òîëüêî îáðàçû ñîñåäíèõ â X ýëåìåíòîâ.
• Îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ 〈p, q〉-âëîæåíèåì ïðîñòðàí-
ñòâà {X, ρX} â {Y, ρY } , åñëè f ñîõðàíÿåò p-áëèçîñòü è q -îòäåëèìîñòü.
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Âàðüèðóÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ p è q , ìû ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-
ñòâî îòîáðàæåíèé. Ïðè p = 1, q = 1 ýòî êëàññ îáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿ-
þùèõ ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ áûòü ñîñåäíèìè. Ïðè p ≥ 1 è q = 2 îòîáðàæåíèå ñâÿçíûå
÷àñòè íå ðàçðûâàåò, à ðàçäåëüíûå íå îáðàùàåò â ñâÿçíûå (â ñìûñëå öåëî÷èñëåííûõ
ðàññòîÿíèé) è ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ê ýòîé
àíàëîãèè ìû âåðíåìñÿ íèæå.
Ïðè p = q = D(X) , ãäå D(X)  äèàìåòð ìíîæåñòâà X è D(X) ≤ D(Y ), âëî-
æåíèå f : X → Y ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ èçîìåòðè÷åñêèì, ñîõðàíÿÿ âñå ðàññòîÿíèÿ.
2. Ñâîéñòâî ïðîäîëæåíèÿ ìåòðèêè
Èññëåäîâàíèÿ âëîæåíèé DMS, ñîõðàíÿþùèõ îòíîøåíèÿ áëèçîñòè è îòäåëèìî-
ñòè ýëåìåíòîâ, ïðèâîäÿò ê èçó÷åíèþ òàêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå ïîçâî-
ëÿþò âûäåëÿòü ¾äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûå¿ ïðîñòðàíñòâà è ãðàû è ïðè ýòîì íå
ñëèøêîì ñóæàòü ðàññìàòðèâàåìûå êëàññû.
Íèæå ïðèâîäÿòñÿ äâà òàêèõ ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ: ñâîéñòâî ïðîäîëæåíèÿ ìåò-
ðèêè (ÑÏÌ) è ñâîéñòâî ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ è ìåòðè÷åñêîé ïðàâèëüíîñòè.
Ïóñòü Si(x)  øàð ðàäèóñà i ñ öåíòðîì â x ∈ X .
• Äëÿ DMS {X, ρX} âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ïðîäîëæåíèÿ ìåòðèêè, åñëè äëÿ
ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X
S1(x) 6⊆ Si(y) èëè S1(y) 6⊆ Si(x),
ãäå i = ρX(x, y) è i < d äëÿ êîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâ äèàìåòðà d = d(X) .
Òàê êàê ìåòðèêà öåëî÷èñëåííà, òî ÑÏÌ îçíà÷àåò, ÷òî èëè ñóùåñòâóåò z ∈ S1(x) ,
äëÿ êîòîðîãî
ρ(z, y) = ρ(x, y) + 1,
èëè (ñèììåòðè÷íî!) ñóùåñòâóåò z′ ∈ S1(y) , äëÿ êîòîðîãî
ρ(z′, x) = ρ(x, y) + 1.
Åñëè ÑÏÌ âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ x è y òàêèõ, ÷òî ρX(x, y) < k , òî áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî äëÿ {X, ρx} âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî k -ïðîäîëæåíèÿ ìåòðèêè (k -ÑÏÌ).
Â [1℄ äîêàçàíà
Òåîðåìà 1. Ïóñòü f : X → Y ñîõðàíÿåò 1-áëèçîñòü è q -îòäåëèìîñòü, q ≥ 2 .
Òîãäà f ñîõðàíÿåò q′ -îòäåëèìîñòü äëÿ ëþáîãî q′ < q (è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòè-
ìî) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X óäîâëåòâîðÿåò q -ÑÏÌ.
Ïóñòü G è H  ïðîñòûå ñâÿçíûå êîíå÷íûå ãðàû ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì
ρG(u, v) = min
C
|C(u, v)|,
ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïðîñòûì öåïÿì C(u, v) ìåæäó âåðøèíà-
ìè u è v , à |C|  äëèíà öåïè C . Äëÿ ãðàîâ, êàê è äëÿ DMS, îïðåäåëÿåòñÿ
〈p, q〉-âëîæåíèå f : V (G) → V (H) , êîòîðîå ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè çàïèñûâàòü â
âèäå f : G→ H .
Çàìåòèì, ÷òî 〈p, q〉-âëîæåíèå f : G → H ïðè p = q áóäåò p-èçîìåòðè÷åñêèì
â îáå ñòîðîíû âëîæåíèåì ãðàîâ, åñëè ïîä f−1 èìåòü â âèäó îòîáðàæåíèå f−1 :
Im f → G îáëàñòè çíà÷åíèé Im f ⊆ V (H) îòîáðàæåíèÿ f íà ìíîæåñòâî V (G) è
ìåòðèêó, èíäóöèðîâàííóþ íà Im f âëîæåíèåì.
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå [2℄ õàðàêòåðèçóåò ñâîéñòâî k -ÑÏÌ äëÿ ñâÿçíûõ ãðà-
îâ.
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Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ãðàà G ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(i) G óäîâëåòâîðÿåò k -ÑÏÌ;
(ii) ëþáûå äâå âåðøèíû x, y ∈ V (G) òàêèå, ÷òî ρG(x, y) < k , ïðèíàäëåæàò
íåêîòîðîé êðàò÷àéøåé öåïè äëèíû k ;
(iii) â G íåò òóïèêîâûõ öåïåé äëèíû ìåíüøåé k (òóïèêîâûå  ýòî êðàò-
÷àéøèå öåïè, ìàêñèìàëüíûå ïî âëîæåíèþ, òî åñòü íå ñîäåðæàùèåñÿ íè â êàêîé
êðàò÷àéøåé öåïè áîëüøåé äëèíû).
àññìîòðèì òåïåðü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèåì f : G → H ñîõðàíåíèÿ áëèçî-
ñòè è îòäåëèìîñòè â íåñêîëüêî áîëåå îáùåé îðìå íà ¾ÿçûêå ε è δ¿.
• Îòîáðàæåíèå f : G→ H íàçîâåì 〈ε, δ〉-íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ u, v ∈
∈ V (G) èç íåðàâåíñòâà ρG(x1, x2) ≤ δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ρH(f(x1), f(x2)) ≤ ε ,
ãäå ε è δ  íàòóðàëüíûå ÷èñëà èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ìåòðèê ρG è ρH .
Åñëè Sk(v)  øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå v ∈ V (G) è ðàäèóñîì k , òî ñâîéñòâî îãðà-
íè÷åííîñòè èñêàæåíèÿ ¾áëèçêèõ¿ ðàññòîÿíèé ¾â òåðìèíàõ îêðåñòíîñòåé¿ çàïèøåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
f(Sδ(v)) ⊆ (Sε(f(v))
äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G) .
Äëÿ ñâîéñòâà ñîõðàíåíèÿ îòîáðàæåíèåì îòäåëèìîñòè ñ ïîðîãàìè ε è δ èìååì
Im f ∩ Sε(f(v)) ⊆ f(Sδ(v)).
Òîãäà ïðè ε = δ = k äëÿ ñâîéñòâà ëîêàëüíîé èçîìåòðè÷íîñòè âëîæåíèÿ f : G→ H
ñ ïîðîãîì k èìååì
f(Sk(v)) = Sk(f(v)) ∩ Im f
äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G) .
Òàê îïðåäåëÿåìîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå áëèçîñòü è îòäåëèìîñòü, ìîæíî
ñ÷èòàòü äèñêðåòíûì àíàëîãîì íåïðåðûâíîãî ¾â îáå ñòîðîíû¿ îòîáðàæåíèÿ èëè
ãîìåîìîðíîãî âëîæåíèÿ {X, ρX} â {Y, ρY } .
3. Ñâîéñòâî ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ
Äðóãîå ñâîéñòâî, âîçíèêàþùåå â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì âëîæåíèé DMS è ãðà-
îâ, áûëî íàçâàíî ñâîéñòâîì ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ. Îíî âïåðâûå ââåäåíî â ðàáîòå
[2℄, â êîòîðîé áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà îñíîâå
ðàññìîòðåíèÿ ðàçíîîáðàçèÿ è ïåðåñåêàåìîñòè øàðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ãðàå, êîãäà
èõ ðàäèóñû ïîñëåäîâàòåëüíî âîçðàñòàþò îò íóëÿ äî äèàìåòðà ãðàà.
Ïóñòü τ(G) = (τ0, τ1, . . . , τd) , ãäå τi  ÷èñëî ðàçëè÷íûõ øàðîâ ðàäèóñà i â ãðàå
G äèàìåòðà d = d(G) . Òîãäà τ0 = |V (G)|, τi ≥ τi+1, τd = 1.
Áóäåì τ(G) íàçûâàòü âåêòîðîì ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ èëè ïðîñòî τ -âåêòîðîì.
• ðà G óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó t-ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ, åñëè τi = |V (G)| äëÿ
ëþáîãî i < t .
• ðà G íàçîâåì ìåòðè÷åñêè ïðàâèëüíûì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó
t-ðàçíîîáðàçèÿ äëÿ t = d(G) .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìåòðè÷åñêè ïðàâèëüíîãî ãðàà τ(G) = (|V |, |V |, . . . , |V |, 1) .
Ïðèâåäåì ïðèìåðû óêàçàííûõ âûøå ãðàîâ:
1) ãðà Petersen'à, d = 2 , τ(G) = (10, 10, 1) ;
2) n-ìåðíûé áóëåâ êóá, d = n, τ(G) = (2n, 2n, . . . , 2n, 1) ;
3) âñå ãðàû ïëàòîíîâûõ òåë. Íàïðèìåð, äëÿ äîäåêàýäðà d = 5, τ(G) =
= (20, 20, 20, 20, 20, 1) .
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Çàäà÷à ñîñòîèò â îïèñàíèè ìíîæåñòâ âåêòîðîâ ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ â ãðààõ
è èõ êëàññàõ è âûäåëåíèè ñâîéñòâ τ -âåêòîðîâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî èçî-
ìîðèçìà ãðàîâ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ è îäíèì èç ïîäõîäîâ ê êëàññèèêàöèè ãðàîâ è
DMS íà îñíîâå ñâîéñòâ ñòðóêòóð ïåðåñå÷åíèÿ øàðîâ â íèõ, êîãäà ðàäèóñû øàðîâ
ïîñëåäîâàòåëüíî âîçðàñòàþò îò åäèíèöû äî äèàìåòðà.
Çàìåòèì, ÷òî â [2℄ äîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè âñå n-âåðøèííûå ãðàû óäîâëåòâîðÿþò
ÑÏÌ è ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêè ïðàâèëüíûìè.
Â [3℄ ïîëó÷åíî îïèñàíèå âåêòîðîâ ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ äëÿ êëàññà äåðåâüåâ, è
ñ åãî ïîìîùüþ îõàðàêòåðèçîâàíû äåðåâüÿ, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì t-ðàçíîîáðàçèÿ
øàðîâ. Èññëåäîâàíèÿ âåêòîðîâ ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ áûëè ïðîäîëæåíû â ðàáîòàõ
[4, 5℄.
4. Öåïíûå êîäû
Ïóñòü X = {0, 1, . . . , l − 1} , ρX = |i − j| , à ïðîñòðàíñòâîì {Y, ρY } ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ ñëîâ äëèíû n ñ ìåòðèêîé Õåììèíãà, òî åñòü Y = {0, 1}n,
ρY (x˜, y˜) = |{i, xi 6= yi}|  ðàññòîÿíèå ìåæäó ñëîâàìè x˜ è y˜ , ðàâíîå ÷èñëó ïîçèöèé,
â êîòîðûõ ýòè ñëîâà ðàçëè÷àþòñÿ. Òîãäà 〈p, 1〉-âëîæåíèå f : X → Y îïðåäåëÿåò
p-èçîìåòðè÷åñêîå êîäèðîâàíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îòðåçêà [0, l−1] , è âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî
ρY (f(i), f(j)) = |i− j|
äëÿ âñåõ ÷èñåë i, j ∈ [0, l − 1] , äëÿ êîòîðûõ |i − j| ≤ p . Ïðè l = 2n èìååì |X | =
= |Y |, è 〈p, 1〉-âëîæåíèå f : [0, 2n− 1]→ {0, 1}n îïðåäåëÿåò êîä ðåÿ, êîòîðîìó ïî
ñâîéñòâó q = 1 ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâà öåïü â ãðàå áóëåâà ãèïåðêóáà.
Êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α˜0, α˜1, . . . , α˜l äâîè÷íûõ ñëîâ äëèíû n α˜i =
= (α1, . . . , αn), αi ∈ {0, 1}, îáðàçóåò öåïíîé êîä ñ ðàññòîÿíèåì d , åñëè:
1) ρ(α˜i, α˜i+1) = 1 ïðè i = 0, 1, . . . , l − 1;
2) èç |i − j| ≥ d ñëåäóåò, ÷òî ρ(α˜i, α˜j) ≥ d äëÿ âñåõ 0 ≤ i, j ≤ l, ãäå ρ(α˜, β˜) =
=
n∑
i=1
|αi − βi|  ðàññòîÿíèå Õåììèíãà ìåæäó ñëîâàìè α˜ = (α1, . . . , αn) è β˜ =
= (β1, . . . , βn) , è l ≥ d , ÷òîáû íå ðàññìàòðèâàòü âûðîæäåííûå ñëó÷àè. Áóäåì òàêîé
êîä íàçûâàòü (n, d)-öåïüþ äëèíû l .
Èñòîðèþ èññëåäîâàíèÿ öåïíûõ êîäîâ è èõ ïðèëîæåíèÿ ìîæíî íàéòè â [69℄.
Â ãðàå åäèíè÷íîãî n-ìåðíîãî êóáà (n, d)-öåïè ñîîòâåòñòâóåò ïóòü ïî ðåáðàì
ýòîãî êóáà, êîòîðûé â ñèëó ñâîéñòâà 2) íå ïîäõîäèò ñàì ê ñåáå áëèæå, ÷åì íà
ðàññòîÿíèå d .
Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò 3-èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå (n, 2)-öåïè äëèíû l ≍ 2n ,
êîòîðîå ñîõðàíÿåò 2-ðàçëè÷èìîñòü, òî åñòü èìååò ïàðàìåòðû 〈3, 2〉-âëîæåíèÿ. Ýòî
âëîæåíèå (n, 2)-öåïè â ãèïåðêóá ïðèíÿòî íàçûâàòü ¾çìåÿ â ÿùèêå¿.
Êàê è â [6, 7℄, ìû ñëåäóåì ¾ñëîâàðíîé¿ èíòåðïðåòàöèè çàäà÷ âëîæåíèÿ öå-
ïåé â ãèïåðêóá, îïðåäåëÿÿ èõ ïåðåõîäíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè â n-áóêâåííîì
àëàâèòå (áóêâàì ñîïîñòàâëåíû îðòû ãèïåðêóáà).
Äàäèì îïðåäåëåíèÿ è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü X  ñëîâî â àëàâèòå 〈x〉 = 〈x1, . . . , xn〉 , l(X)  äëèíà ñëîâà X . Åñëè
〈x′〉 ⊂ 〈x〉 , òî X〈x′〉  ïðîåêöèÿ ñëîâà X íà àëàâèò 〈x
′〉 , òî åñòü X〈x′〉 ïîëó÷à-
åòñÿ â ðåçóëüòàòå âû÷åðêèâàíèÿ èç X âñåõ òåõ áóêâ, êîòîðûå íå âõîäÿò â 〈x′〉 .
Áóêâó íàçîâåì ñóùåñòâåííîé â X , åñëè îíà âõîäèò â X íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç, è
íåñóùåñòâåííîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
γ˜(X) = (γ1, . . . , γn) , ãäå γi = 1 , åñëè xi ñóùåñòâåííà â X , è γi = 0 , åñëè xi
íåñóùåñòâåííà.
⊕  îïåðàöèÿ ïîðàçðÿäíîãî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî mod 2 .
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δ(X) = ‖γ˜(X)‖ = Σni=1(γi)  ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ áóêâ â X .
i ïîñëåäîâàòåëüíûõ áóêâ ñëîâà X îáðàçóþò ïîäñëîâî äëèíû i , i = 1, 2, . . . ,
l(X) .
• X åñòü d-ñëîâî, åñëè äëÿ ëþáîãî åãî ïîäñëîâà X ′ òàêîãî, ÷òî l(X ′) ≥ d ,
ñïðàâåäëèâî δ(X ′) ≥ d .
Ïîâòîðåíèå r ðàç ñëîâà X îáîçíà÷àåì Xr , r ≥ 2 .
Â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ ïåðåõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (n, d)-
öåïè ñîîòâåòñòâóåò òàêîå ñëîâî â n-áóêâåííîì àëàâèòå, â êîòîðîì:
 ëþáûå åãî d+1 ïîñëåäîâàòåëüíûõ áóêâ âñå ðàçëè÷íû (d+1 -èçîìåòðè÷íîñòü
âëîæåíèÿ öåïè);
 â ëþáîì ïîäñëîâå äëèíû íå ìåíåå d ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ áóêâ íå ìåíüøå
d (ñâîéñòâî d-îòäåëèìîñòè, ïîñêîëüêó ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ áóêâ ïîäñëîâà ðàâíî
ðàññòîÿíèþ Õåììèíãà ìåæäó êîíöàìè îòðåçêà öåïè).
Ïîýòîìó, (n, d)-öåïè ñîîòâåòñòâóåò 〈d+1, d〉-âëîæåíèå f : {0, 1, . . . , l− 1} → Y ,
à åå ïåðåõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàïèñûâàåòñÿ d-ñëîâîì â n-áóêâåííîì àëà-
âèòå. Î÷åâèäíî è îáðàòíîå  ëþáîå d-ñëîâî â â n-áóêâåííîì àëàâèòå îïðåäåëÿåò
ïåðåõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (n, d)-öåïè è, ñëåäîâàòåëüíî, 〈d + 1, d〉-âëîæåíèå
f : {0, 1, . . . , l − 1} → Y .
Íèæå ïðèâîäèòñÿ êîíñòðóêöèÿ d-ñëîâà äëÿ ëþáîãî d = 2t+ 1 , t ≥ 1 . Â [6℄ áûë
ðàññìîòðåí òîëüêî ñëó÷àé t = 1 .
Ïóñòü X = xi1xi2 ...xil  ïðîèçâîëüíîå 1-ñëîâî â àëàâèòå 〈x〉 = 〈x1, . . . , xs〉 è
ïóñòü îïðåäåëåíî ñîîòâåòñòâèå
xk → Yk, k = 1, . . . , s, (1)
ãäå Yk  d-ñëîâà â àëàâèòå 〈y〉 = 〈y1, . . . , ym〉 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ p èç íèõ
Yj1 , . . . , Yjp âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
‖
p⊕
s=1
γ˜(Yjs)‖ ≥ d− p (2)
ïðè âñåõ p = 2, 3, . . . , d− 1 .
Ïóñòü {Zk}  ìíîæåñòâî ñëîâ-êîïèé äëÿ {Yk} (k = 1, . . . , s) â íîâîì àëàâèòå
〈z〉 = 〈z1, . . . , zm〉 , òî åñòü êàæäîå Zk ïîëó÷àåòñÿ èç Yk çàìåíîé âñåõ áóêâ yi → zi ,
i = 1, . . . ,m .
Ïóñòü 〈a〉 = 〈a1, . . . , at〉 , 〈b〉 = 〈b1, . . . , bt〉 , 〈c〉 = 〈c1, . . . , cd−2〉  àëàâèòû, íå
ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ àëàâèòàìè 〈x〉, 〈y〉, 〈z〉 , è A = a1, . . . , at , B = b1, . . . , bt , C =
= c1, . . . , cd−2  ñëîâà â ýòèõ àëàâèòàõ, êàæäîå èç êîòîðûõ îáðàçîâàíî ïðîñòî
âûïèñûâàíèåì ïîäðÿä âñåõ áóêâ ýòèõ àëàâèòîâ.
Îáðàçóåì àëàâèò
〈w〉 = 〈x〉 ∪ 〈y〉 ∪ 〈z〉 ∪ 〈a〉 ∪ 〈b〉 ∪ 〈c〉
è ñëîâî
W = Yi1Axi1BZi1C...YijAxijBZijC...YilAxilBZilC
â ýòîì àëàâèòå. Ïî ïîñòðîåíèþ ìîùíîñòü àëàâèòà 〈w〉 ðàâíà s+ 2m+ 3 è
W〈x〉 = X, W〈y〉 = Yi1 . . . Yil , W〈z〉 = Zi1 . . . Zil , W〈a〉∪〈b〉∪〈c〉 = (ABC)
l.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè xik  íåêîòîðàÿ áóêâà ñëîâà X , òî â W ñëåâà è ñïðàâà îò xik
ñòîÿò òå ñëîâà Yik è Zik , êîòîðûå îòâå÷àþò xik ïî ñîîòâåòñòâèþ (1).
Òåîðåìà 2. W åñòü d-ñëîâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäñëîâà W ′ ñëîâà W òàêîãî,
÷òî l(W ′) ≥ d , âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
δ(W ′) ≥ d, (3)
ãäå δ(X)  ÷èñëî áóêâ, âõîäÿùèõ â ñëîâî X íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç.
Ïóñòü
δ(W ′〈x〉) = p. (4)
Åñëè p ≥ d , òî (3) âåðíî, ïîñêîëüêó δ(W ′) ≥ δ(W ′〈x〉) .
Åñëè p = 0 , òî, òàê êàê W〈x〉 åñòü 1-ñëîâî, òî W
′
íå ñîäåðæèò áóêâ èç 〈x〉 , è, ñëå-
äîâàòåëüíî, W ′ åñòü ïîäñëîâî ñëîâà BZikCYik+lA äëÿ íåêîòîðîãî k , à ïîñêîëüêó
Zik è Yik+1 åñòü d-ñëîâà, òî (3) ñïðàâåäëèâî.
àññìîòðèì òåïåðü îñíîâíîé ñëó÷àé 0 < p ≤ d−1 . Ïóñòü W ′〈x〉 = xik , . . . , xik+r ,
è xj1 , . . . , xjp  áóêâû, ñóùåñòâåííûå â W
′
〈x〉 . Âñå âîçìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ ïîä-
ñëîâà W ′ â ñëîâå W èçîáðàçèì ñõåìàòè÷åñêè
. . . xik−1
1
↓
B
2
↓
Zik−1
3
↓
C
4
↓
Y ik
5
↓
A xik . . . xik+r
5′
↓
B
4′
↓
Zik+r
3′
↓
C
2′
↓
Y ik+r+1
1′
↓
A xik+r+1 . . . ,
ãäå ñå÷åíèÿ ñëîâà W, îïðåäåëÿþùèå âîçìîæíûé âûáîð ëåâîãî êîíöà W ′ , åñòü
1, 2, 3, 4, 5 , à ïðàâîãî  1′, 2′, 3′, 4′, 5′ .
Ñå÷åíèÿ, ïîïàäàþùèå íà ñòûê ñëîâ, íàïðèìåð . . . B
1
↓ Zik−1 . . . , áóäåì îòíîñèòü
ê ñå÷åíèÿì ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè.
Ëåâûé è ïðàâûé êîíöû ñå÷åíèÿ îáîçíà÷èì L è R ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàæåì, ÷òî
ïðè ëþáîì âàðèàíòå âûáîðà êîíöîâ ïîäñëîâà W ′ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (3).
Èç êîíñòðóêöèè ñëîâà W íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé L = ξ, R = η′
ïðè ëþáûõ ξ, η ∈ {1, 2, 3, 4, 5} è ξ 6= η ñèììåòðè÷åí ñëó÷àþ L = η, R = ξ′ , è
ïîýòîìó â èõ äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íî ïðîèçâåñòè çàìåíó:
A←→ B, Yik ←→ Zik+R , Zik−1 ←→ Yik+r+1 .
Ó÷èòûâàÿ ýòî çàìå÷àíèå, ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè.
à) L ∈ {1, 2, 3}, R ∈ {3′, 4′, 5′} .
Â êàæäîì èç ýòèõ 9 ñëó÷àåâ W ′〈y〉 = Yik . . . Yik+r , è ïîòîìó γ˜(W
′
〈y〉) =
p⊕
s=1
γ˜(Yjs) ,
à ïî ñâîéñòâó (2) δ(W ′〈y〉) ≥ d− p , ÷òî âìåñòå ñ (4) âëå÷åò (3).
á) L = 1, R = 1′ .
Òåïåðü
γ˜(W ′〈z〉) = γ˜(Zik−1)⊕
p⊕
s=1
γ˜(Zjs),
γ˜(W ′〈y〉) = γ˜(Yik+r+1)⊕
p⊕
s=1
γ˜(Yjs).
Ïðè p ≤ d− 2 ïî ñâîéñòâó (2)
δ(W ′〈z〉) + δ(W
′
〈y〉) = ‖γ˜(W
′
〈z〉)‖+ ‖γ˜(W
′
〈y〉)‖ ≥ 2(d− p− 1),
÷òî âìåñòå ñ (4) äàåò
δ(W ′) ≥ 2d− p− 2 ≥ d.
Åñëè p = d−1 , òî p  ÷åòíî, ñëåäîâàòåëüíî, l(W ′〈x〉) = r+1  ÷åòíî, è ïîñêîëüêó
W ′〈c〉 = C
r+2
, òî δ(W ′〈z〉) = d− 2 , ÷òî âìåñòå ñ (4) âëå÷åò (3).
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â) L = 2, R = 2′ èëè L = 4, R = 4′.
Åñëè p  ÷åòíî, òî, êàê è â ñëó÷àå á), δ(W ′〈c〉) = d− 2 , ÷òî âëå÷åò (3).
Åñëè p  íå÷åòíî, òî W ′〈a〉∪〈b〉 = (AB)
r+1
, r + 1  íå÷åòíî, îòêóäà
δ(W ′〈a〉) + δ(W
′
〈b〉) = d− 1,
÷òî âëå÷åò (3).
ã) L = 5 R = 5′.
Çäåñü
γ˜(W ′〈y〉) =
k+r⊕
s=k+1
γ˜(Yjs) = γ˜(Yik)⊕
k+r⊕
s=k
γ˜(Yis),
è, ñëåäîâàòåëüíî,
δ(W ′〈y〉) = ‖γ˜(Yik )⊕
p⊕
s=1
γ˜(Yjs )‖.
Àíàëîãè÷íî äëÿ àëàâèòà 〈z〉
δ(W ′〈z〉) = ‖γ˜(Zik+r)⊕
p⊕
s=1
γ˜(Zjs)‖
è, êàê è â ñëó÷àå á), ïðè p ≤ d− 2
δ(W ′〈y〉) + δ(W
′
〈z〉) ≥ 2(d− p− 2),
÷òî âìåñòå ñ (4) äàåò (3).
Íàêîíåö, ïðè p = d−1 èìååì W ′〈c〉 = C
n
, δ(W ′〈c〉) = d−2 , ÷òî îïÿòü âëå÷åò (3).
ä) L = 1, R = 2′ èëè L = 4, R = 5′ .
Åñëè p  ÷åòíî, òî, êàê è â ñëó÷àå â), δ(W ′〈c〉) = d− 2 , è (3) âûïîëíåíî.
Åñëè p  íå÷åòíî, òî W ′〈a〉 = A
r+1
, δ(W ′〈a〉) = t , è ïî àëàâèòó 〈z〉 áóäåì èìåòü
äëÿ L = 1, R = 2′ òàê æå, êàê â ñëó÷àå á), à äëÿ L = 4, R = 5′ òàê æå, êàê â
ñëó÷àå ã):
δ(W ′〈z〉) ≥ d− p− 1.
Îêîí÷àòåëüíî èìååì
δ(W ′) ≥ δ(W ′〈x〉) + δ(W
′
〈z〉) + δ(W
′
〈a〉) ≥ p+ d− p− 1 + t ≥ d.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêòû  08-01-00671,
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Summary
A.A. Evdokimov. Embeddings from the Class of Parametri Mappings of Bounded
Distortion.
The paper onsiders a wide lass of the mappings dening the embedding of disrete metri
spaes and graphs. The theorem on loal isometri embedding of iruit odes into Boolean
hyperubes is proved.
Key words: embedding, disrete metri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e, graph, iruit ode, Boolean hyperube.
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